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Ⅰ　パラメトリック予測の方法と問題点

　（i）　はじめに

　前著 [10] において、時系列データを使い、「パ

ラメトリック予測」と呼ばれるカテゴリーに含

まれる短期予測を行った。パラメトリック予測

と呼ばれる理由は、予測に使う推定量が漠然と

した「関数」ではなく、具体的な関数形のパラ

メーターあるいはその確率的分布だからであ

る。例えば、推定関数が単に関数である、とい

うのではなく

y = ax + b

と仮定してパラメーターa の推定値を a = 0.5、
b の推定値を b = 3 などと推定するのがパラメ

トリック推定である。

　本稿の目的は、パラメトリック予測とガウス

過程と呼ばれるノンパラメトリック予測を、経

済時系列データを用いて比較するため、パラメ

トリック予測の方法論と問題点、およびガウス

過程の内容を概観することである。データの計

算や図表の詳細は次稿以降に回すが、重要な公

式（（60）から（65）式）の証明は、通常の説明よ

りも細かく行う 1。

　以下m次元インプット・ベクトル

 （1）　

m

x

x
x

は、m種類の変数、例えば所得、価格、年齢な

どを表すデータ変数ベクトルとする。計量経済

学の文脈では、x は説明変数である。n個のイ

ンプット・データは統計の用語では対となる観

測値

n

y
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Gaussian Processes for Machine Learning [4] の中でも示されているが、導出過程が若干分かりづらいの

で本稿では詳解する。
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の第 i番目のデータ yi とともに、(xi, yi) を一組

として「n組のサンプル（標本）」と呼ばれるが、

機械学習（Machine Learning）の文脈では xi (i = 
1,2,...,n)は学習のための訓練データと解釈され、

y は教師である。n個の訓練データ xi は m × n
行列

 

n

n

m m m

n

n

x x x
x x x

x x x

x x xX

 （m × n行列）   　

にまとめられる。X はデザイン行列、または計

画行列と呼ばれることもある 2。また X と y を

まとめてデータ（D）という意味で

D = (X , y)

と書く。

　多重線形回帰モデルは、定数項を x11 = 1, x12 
= 1,..., x1n =1、すなわち X の第1行をすべて 1 と

し、ノイズまたは攪乱項（確率モデルでない場

合は「残差」）を ɛi、係数パラメーターを

m

w

w
w

として

i i i m mi iy w x w x w x i n

T
i i iy i nx w  （2）

あるいは ɛ = (ɛ1,... ɛn)
T  として

y = X T w + ɛ （3）

のように表される。

　時系列分析で「期」ti およびその M-1次までの

多項式が説明変数となる非線形回帰式は

M
i i i M i iw w t w t w t i ny

 （4）

と表すことができる。φ1 (t) = 1, φ2 (t) = t, φ3 (t) = 
t 2 ,..., φM (t) = t M−1  と置いて

M
M

t
t

t t

と定義する。より大きな次元N (N ≥ M) の特徴

空間の中で

M

が 1次独立ならば、これを基底として特徴空間

の中のM次元部分空間を考えることができる。 
（4）はこの部分空間における線形結合

i i i M i M iy t w t w t w

T
i it i nw  （5）

あるいは

nt t t

 （M × n行列）
n

M M M
n

t t t

t t t

と置いて

y = ΦT w + ɛ （6）

と解釈することができる。すなわた（4）は 1次

元（t）空間上では非線形関数であっても特徴空

間の中への写像（into mapping）（5）によって、特

徴空間の中に含まれる部分空間上の線形関数へ

と変わる。

　（4）（5）は x = t という特殊ケースであるが、

一般的に書くと、（1）のような m次元ベクトル

x が特徴空間の中に M次元ベクトルとして φ(x) 

2 Rasmussen,C.E. and Williams, K.I., [4], p.8.
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のように写像され、写像された n個の M次元

ベクトル φ (xi)(i = 1, 2, ..., n) を

nx x x

n

M M n

x x

x x

と行列化すると、元の m次元空間上の非線形

モデル

i i i M M i iy w w w i nx x x

が M次元部分空間上の線形式として

i
T

i iy i nx w  （7）

および

Ty w
 

（8）

の形に変換される。ただし w の要素数は部分

空間の次元数M で、w = (w1,..., wM)T である。（7）

は（2）の xi を φ(xi) に、（8）は（3）の X を Φに置

き換えたものである。また φ(x) = x, M = m と

置けば（2）式は（7）式の、（3）式は（8）式の特殊

ケースであると考えることができる。

　パラメトリック・非ベイズ回帰モデルの場

合は w の推定量ŵ が 小二乗法や 尤法に

より直接求められる。パラメトリック・ベイ

ズ推定の場合は ŵ そのものというより w に

ついての事前的確率分布p (w) が、訓練デー

タ D によって事後的に 適修正され （MAP
（Maximum a Posteriori）推定）、w の事後分布

p (w | D) として求められるという形式をとる。

その場合ŵ に相当するものは事後分布の平均

すなわち w－D = E(w | D)  である。

　（7）（8）のモデルは w を係数とする１次結合

であるから、係数w の要素の個数M が y の次

元を定める。M は 1 つ 2 つと数えられる数（可

算数）なので、y の次元は有限またはたかだか

可算次元である。後述のようにこの限界を取り

払うことがガウス過程の 1 つの意義である。

　（ii）　パラメトリック・ 非ベイズ推定

　非ベイズ多重線形回帰モデル（3）の場合、w 
の 小二乗推定量はよく知られているように、

データ D の要素のみで

Tw XX Xy
 

（9）

と計算され、y の推定量は

T T Ty X w X XX Xy
 

（10）

と計算される。

　（8）式の場合は X を Φに置き換えることに

よって推定量が

Tw y
 

（11）

T T Ty w y
 

（12）

と表される。（9）の XX T は

 
（13）

n n

j j j mj
j j

T

n n

mj j mj mj
j j

x x x x

x x x x

XX m m

n n

j j mj
j j

n n

mj j mj
j j

x x x

x x x

m m

　（11）の ΦΦ T は

n n

j j j M j
j j

T

n n

M j j M j M j
j j

x x x x

x x x x

 （M × M行列）（14）

と表され、両者ともに対称行列（要素が実数な

ら半正定値行列）である。対称行列として他に
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代表的なものは改めて xi =← xi− E (xi) と置いて表

した共分散行列

T T
n

T T
n n n

E E

E E

x x x x

x x x x
n n

がある。期待値関数E をさらに一般化して

k(x ', x) = k(x, x ')

という対称性を持つ関数（カーネル関数 kernel 
function または共分散関数とも呼ばれる）を要

素に持つ行列（カーネル）

 （n × n行列）（15）
n

n n n

k k
K

k k

x x x x

x x x x

を定義すればより一般的なモデル構築が可能

になるであろう 3。これがカーネル法であり 4、

後述のガウス過程でもパラメーターに依存しな

いモデル（ノンパラメトリック・モデル）を構

築するための基本ツールとなっている。

　なお（5）式の場合ΦΦ T は

n
m
i

i
T

n n
m m
i i

i i

n t

t t

である。株式相場の日毎データの場合1年で

約250 サンプル数あり、例えば m = 10 とする

と ΦΦ T の末項の計算量は 25018 という天文学

的オーダーになり。さらに (ΦΦ T)−1 の計算は巨

大な数の逆数（ほぼ 0 に近い）を含むので、正

確な計算が困難となる 5。パラメーターを増や

すことが「次元の呪い」と呼ばれる所以であり、

ノンパラメトリック・モデルを選好する 1 つの

理由として挙げられる。6

　（iii）　パラメトリック・ベイズ推定
　

ベイズ推定は、推定すべき対象（パラメーター

や関数など）に関する仮定（H）の事前確率また

は確率密度 7 p (H) を、{その仮定のもとでデー

タが得られる確率 : p(D | H)} / { データ（D）が

得られる確率 : エビデンス p(D)} で修正し、す

なわち「データが得られるとしてそのうち仮定

を満たすデータがどのくらいあるのかの割合 : 
p(D | H) / p(D) 」で修正し、実際にデータが得

られた後の事後確率p(H | D) を

p (H | D) = ( p (D | H ) / p (D)) × p (H )
 

（16）

のように修正するという、ベイズの定理に基づ

く推定法である。（16）式右辺の分子の p (D | H)

は尤度（likelihood）と呼ばれ、計算は容易であ

るが、分母の p (D)（エビデンス） は尤度p (D | H)

の周辺尤度（marginal likelihood）であり、周辺

化（marginalization）計算をしなければならない

ので 8、一般に算出が容易でない。ただしその

3 m と n が紛らわしいので注意。m はデータの次元、すなわちデータ x の持つカテゴリーの数である。

n はデータのサンプル数である。例えばカテゴリーが時間（期）しかなければ m = 2（時間と定数項）で

あるが、10分ごとの為替相場データを 250日サンプルとしてデータ化すると n = 36000 となる。（15）
式の要素数は 36000 × 36000 という膨大な数になる。現実的に考えて m あるいは（14）式の M はそう

莫大な数になるとは考えられないが、データサンプル数はいくらでも大きくなりうるので、（15）式で

示されるカーネル行列の要素数は場合によっては計算不能なほど大きくなる可能性がある。

4 Shawe-Taylor他 [5]参照。カーネル法はガウス過程だけに使われるわけではない。

5 前掲 [10], p.36.
6 しかし脚注3 で示したように、それに代わって「サンプル数の呪い」が現れる。

7 確率変数が離散的な場合は確率、連続的な場合は確率密度と使い分けるべきであるが、煩雑さを避け

るために以下ではすべて p で表す。

8 例えば離散的な場合、H1,...Hn  が独立な仮定であるとすると p(D | Hi) の周辺尤度p(D) は仮定Hi のすべ

てにわたる積和計算として

 　　p(D) = p(D | Hi)p(Hi) + p(D | H2)p(H2) +...+ p(D | Hn)p(Hn)
 のように、すなわち p(Hi) による p(D | Hi) の加重平均として求めなければならない。
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計算が済んだものとすると、周辺尤度は H に

関しては無関係な定数（p (D)）とみなすことが

できるので、（16）式はしばしば

p H D p D H p H| |
 

（17）

のように書かれる。

　パラメトリック推定の考え方に従えば MAP
として求めるべき（17）式の左辺は「仮定」であ

るパラメーターw の事後分布であり

p D p p pw w X y y X w w| | |
 

（18）

と表される。

　ベイズ的多重線形回帰モデルの代表的例とし

て、（2）のモデルにさらに

ɛi ~ N (0, σ 2) i.i.d（互いに独立に平均0分散

σ 2 の正規分布に従う） （19）

の仮定と、wの事前分布としてw ~ N(w0, Σ ) : 「平

均w0共分散行列Σの多変量正規分布に従う」、

すなわち

T

n
p 0 0w w w w w

 （20）

という仮定を加える。また（2）と（19）より

TNy X w I�~

であるので、y の尤度関数は

p y X w
TT T

n y X w y X w

 （21）　

となり、（20）と（21）を（18）に代入すると w の

事後分布が次式のように計算できる。

TT Tp w X y y X w y X w

・ T
0 0w w w w

T T T Tw TT w w Ty w w w w

　+ 定数項

T T Tw XX w w Xy w

　+ 定数項

T Tw w XX w w

　+ 定数項 （22）

ただし

Tw XX Xy w  （23）

と定義する。（22）の 後の行は 2次式の平方完

成を使う。（22）式は明らかに w = w― の時 大と

なるから、w の事後的MAP推定量は

Tp Nw X y w XX

TN XX Xy w

TXX
 

（24）

という多変量正規分布に従う。

　回帰モデルが（2）のタイプではなく （7）のタ

イプの非線形モデルの場合は（24）式の X が Φ
で置き換えられて

Tp w X y N y wp w X y

T

 
（25）

となる。

　（iv）　パラメトリック予測の方法

　予測とは既知のデザイン・データまたは訓練

データの他に新たなインプット・データベクト

ル（テスト・ベクトル）x* が与えられた時にそ

れと対となる値すなわちテストの解答y* また

はその分布p(y*)（ベイズ推定の場合）を求める

ことである。推定と予測は言葉として紛らわし
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いが、推定は既知の訓練データと既知の観測値

（教師ともいえる）を使って学習することであ

り（教師付き学習とも言う）、予測は学習の成

果をもとに新たに出されたテストの解答を出す

ことに等しい。非ベイズ予測の場合、予測値は

すでに計算された推定パラメーター（9）または

（11）を使って

Ty x w
 

（26）

あるいは

Ty *x w
 

（27）

のように求められる。

　ベイズ予測の場合求められるべきはそのよう

な 1点の値ではなく、すべての w の推測値を考

慮した y* の「分布」ということになり、非線形

回帰モデル（7）を例とすると、

TS
 

（28）

および D = (X, y) と置いて、w の分布が

p D N*w x w w S
 

（29）

の時、y* が次の予測モデルに従うならば

T
yy N*x w �~

 
（30）

すなわち y* の分布（尤度）が

T
yp y D N y* *w x x w

 
（31）

ならば、p(y* | D, x*) = p (y* | X, y, x*) がどのよう

な分布になるかということである。言い換える

と y* の尤度p(y* | w, D, x*) の周辺尤度p (y* | D, x*)

を求めることであり

p y D p y D p D d* * *x w x w x w
 

（32）

を計算することである。この式は予測分布

（predictive distribution）とも呼ばれる。（32）式

は形式的にはあらゆる w の可能性を考慮し

p(w | D, x*) を加重とする p(y* | w, D, x*) の加重平

均をとる（積分する）ということであるが、こ

こでは脚注で、Bishop[1], p.91以下で示されて

いる代数的式変形を使って次のように求めるこ

とができる 9。

p y D p y* *x X y x

T T
yN y * * *x w x S x  （33）

ただし

Tw y w  （34）

である。

9 z  = (w, y*)
T と置くと、p(z) = p(w, y*)

T = p(y* | w)∙p(w), ln (p(z)) = ln (p(y* | w) + ln (p(w)), 定数部分は省略

し exp の中の、− (1 ⁄2)(w−w―)T (S−1)−1 (w−w―) + (y* − φT w)T (1 / σ y
2 ) (y* − φT w)} --(*) の 2次部分だけを取り

出すと

 Woodbury（Schur補行列）公式 :

 に当てはめると、上記2次部分の逆行列が z の共分散行列であるから。

 すなわち y* の共分散行列は Σyy = σ y
2 + φ

T
 S−1 φ である。一方z の平均を E(z) = (E(w), E(y*))

T
と

置いて− (1/2){(z-E(z)) Σ−1 (z −E(z))} を展開すると zT
の一次の項は zT

 Σ−1 E(z) であり、(*)式の

一次の項は (w, y*)
T
  = zT

   と書けるので、両者を比較すると Σ−1  E(z) =   すなわち

E(z)  従って E(y*)= φ
T
 w― となる。
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　非ベイズ予測における（26）（27）式の ŵもベ

イズ予測における（34）式の w― も、その算出に

は訓練データと与えられた分散・共分散しか使

われていないことが分かる。そこには過去の

データが変換されて圧縮されているが、新しく

登場した新データ x* の情報は反映されていな

い。予測にあたって、すでに推計されたパラメー

ターは新データによって更新されないままであ

る。言い換えると学習はすでに完了しており、

新データ（テストデータ）による改定はなされ

ない。

　（v）　パラメトリック予測の問題点

　以上が古典的なパラメトリック回帰モデルの

方法であるが、よく知られている第1 の問題点

は過剰適合（over-fi tting）の問題である。説明変

数の数を増やしすぎると、関数が複雑化し滑ら

かさが失われるために、推計のパフォーマンス

が落ちてしまうという問題である。この問題は

時系列モデルの（4）から直感的に理解すること

ができる。（4）でバラメーターを 2 つ（w1, w2）に

すると、推定関数は直線となり、データが直線

という形で も滑らかに平滑化されているが、

m を増やせば（4）式はより波打つ m−1次曲線

となる。しかし増やしすぎるとほぼデータの動

きそのものに近くなり、データのランダム性を

拾って将来が予測不可能となる。それを防ぐ方

法として、例えば、 小二乗法の残差二乗和
n

T
i i

i
y x w

にペナルティ項として正則化項λwT w を付け加

えて
n

T T
i i

i
y x w w w

とし、これを 小化するという「リッジ（Ridge）
回帰」などがある 10。リッジ回帰の場合（9）は

Tw XX I Xy

（11）は

Tw I y

と修正される。

　パラメーター数の過剰を防止するために

AIC、BIC、wBIC 11 といった情報量基準を併用

する方法もある。しかし、λを調整したり情報

量基準に従えば必ず予測が精密になるかといえ

ば、様々に言及されているように、ケース・バ

イ・ケースで、良し悪しは結果から判断するし

かない。

　推計の主目的が過去のデータへの全般的な当

てはまりの良さや平滑性ではなく（over-fi tting
の回避はこの点に焦点が当てられている）、予

測の精度であるとするならば、すなわち主目的

は外挿であって内挿ではないとするならば、直

近の仮想的予測の平均誤差率の少なさを基準と

してパラメーター探索を行うという［10］のよ

うな発見的探索方法は実用的な観点からは、有

用であると思われる。時間を説明変数とする多

項式非線形回帰の例では、べきの次数を整数次

数だけに限定せず、少数次数も含めて低次から

連続的に増やしていくと 12、大域的ではないが、

局所的に、例えば 2.35次といった次数で直近

10期の平均誤差率が前後にくらべて極小にな

るといった、局所的 適点が発見できる。すな

わちあらかじめパラメーターの個数を設定する

のでなく、直近の平均誤差率が極小になるよう

にシミュレーションを通じて次数を細かく増や

していき、そうした中から大域的 小点を見つ

けるのである。モデル選択の cross validation（交

差検証）に近い方法である。日経平均株価を例

としたシミュレーションの結果、この方法で短

期予測においてかなりの精度を持つ予測が実現

されることが分かった［10］。

　ただしこうした発見的探索方法は、局所的な

極小が大域的な 小とは限らないという一般的

10 他に Lasso回帰、Elastic Net回帰などがあるが、本稿ではテーマからはずれるので、省略する。

11 Watanabe[7]
12 整数次のみで多項式回帰を行うと、極端な場合整数の次数が増えるごとに予測グラフの方向性が反転

する。例えば 2次の場合グラフの末端が上を向くが、3次になると下を向く。
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な欠点を持っており、大域的 小に到達しない

まま次数が増えていきオーバー・フローになっ

てしまう可能性も高い。しかし本稿では省略す

るが、異なる局所的 適点を使って、波動の転

換点（ゴールデンクロスやデッドクロス）の探

知に応用することも可能である。実際低いべき

の次数から大きい次数へと増やしていくという

ことは、ローバスフィルターで周期の大きい波

動を時系列から検知し、ブロックする周波数領

域を変えながら次第に小周期の波動を検知して

いくという操作、例えて言うとラジオのチュー

ニングと類似であり、さらなる応用の余地があ

ると考えている。

　問題の第2 は、パラメトリック推計における

パラメーターの「有限性」の問題である。滑ら

かな関数が理想であるにしても、平滑化に足り

ない部分を上例のように少数次のべきの項で細

かく補完しても、有限個のパラメーターでは完

全に近似できないかもしれない。実際、例えば

3次+0.9999次のべきと 4次のべきの多項式回帰

の間には埋めがたい溝がある。少数次のコンマ

以下に 9 をいくら追加していっても 4次に滑ら

かに近づかない。前者のグラフは先端で上に上

昇し、後者は下に下降するといった断絶があっ

ても、少数次数の追加では溝を埋めることがで

きない。

　バラメーターの数が有限であるということ

は、特徴空間の中に写像した部分空間の次元が

有限であるということに等しい。滑らかさを持

ちかつ予測性に優れた真の関数は加算個のパラ

メーターどころか、非加算個のパラメーターま

で拡張しなければ、求められないかもしれない。

そうなると、無数のパラメーターの究極的な極

限は実数値をとる連続な「関数」f そのものとな

り、すなわち f が無限次元パラメーターとなり、

（7）は

yi = f(xi) + ɛi 
（35）

へと拡張される。推定すべき関数を表すのに、

有限なパラメーターw を持つ関数ではなく、実

数値関数 f にまで拡張する。これがガウス過程

の考え方である。

　問題の第3 はすでに触れたが、パラメーター

を算出する際のデータ利用の不完全性である。

予測に必要となるパラメーターが新しいデータ

を使わず、過去のデータしか反映していない

という、いわゆる「情報のボトルネック」であ

る 13。例えば（23）式における w― のように、デー

タによってパラメーターの事前分布が更新され

るベイズ的予測においてすら、このボトルネッ

クから免れることができない。

　以上を要約すれば、パラメトリック予測の難

点とは、結局既存のデータから計算された、更

新されない有限の推定パラメーターを用いた関

数で新たに与えられたデータに対する答えの予

測を行うということに尽きる。例えて言うと、

教科書を丸暗記したのに教科書に載ってない問

題がテストに出たようなものである。以下では

ガウス過程がこの軛をいかに振り払うかを示

す。ただしそれでもハイパー・パラメーターと

呼ばれるパラメーターからは逃れることができ

ない、という結末を示す。

　

Ⅱ　ガウス過程の概要

　（i）　ガウス過程の定義

　確率測度が付与された標本空間の要素は一般

的には事象（ωとする）であり、例えば色とか出

来事といった、数ではないものが含まれるが、

ある条件 14 のもとにそれらの事象ωに実数（一

般には実数ベクトル x ∈ Rn）を対応させることが

できると、確率変数（通常の変数x と区別して

ひとまず x～ と書くことにする）が得られる。そ

の写像を確率写像P(ω) と呼ぶことにすると 15、

確率写像によって変数x に事象ωと結びついた

確率的性質が与えられ、変数x は確定的な値を

持つ数としてではなく確率変数x～ へと意味を変

13 Shawe-Taylor and Cristianini[5]（訳）, p.87.
14 P : Ω→Rn を標本空間から Rn への写像とするとき Rn の σ加法族の要素Y からΩへの逆像P−1 （Y） がΩ

の σ加法族の要素であるならば、この写像P(Ω) の像は確率変数である。
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える。事象ωから実数への確率写像P(ω) が定

義されるのと同様に、関数空間F の要素 f から

確率的関数 f
～

への確率写像 f
～

 = P(f) を定義する

ことができる。確率的性質が加えられると、関

数空間の要素としての関数 f は確定的な値をと

る関数ではなく、確率変数としての確率的関数

f
～

（「関数空間上の確率変数」とも呼ばれる。）へ

と変わる。すなわち関数自体が確率変数とみな

される。以下では煩雑さを避けるため確率的関

数であっても f
～

ではなく単に f と書く。また確

率変数x に対して確率分布が確率分布関数（例

えば G とする）によって G (x), 0 ≤ G (x) ≤ 1 の

ように定義されるのと同様に、確率的関数 f(x)

に対しても確率分布が確率分布関数によって

G (f(x)), 0 ≤ G (f(x)) ≤ 1 のように定義される。こ

れは f(x) を要素とする関数空間上の確率分布と

呼ばれる。

　xi(i = 1, 2..., n) が確率変数でそれぞれが正規

分布（ガウス分布）に従うとき n個の要素から

なるベクトル x = (x1, x2,..., xn) は多変量正規分布

に従う。このアナロジーとして

「ガウス過程GP の定義」

　任意の有限な自然数n に対して n個の関数

(f(x1), f(x2),... f(xn)) が多変量正規分布に従う

とき、関数空間上の確率分布をガウス過程

（Gaussian Process: GP）という 16。

　関数は x上で定義されており、x が異なれば

いくらでも無数の関数が存在する。関数を定義

する点x が x1, x2,... のように増えていけば、そ

れに応じて関数は f (x1), f (x2),... と増えていくだ

けでなく、究極には非加算無限個すなわち実数

直線的な濃度で隙間なく無限に増えていき、そ

れに応じて f(x) の数は非加算無限個存在するこ

とになる。言い換えると関数空間の次元は本来

無限である。上の定義は有限から無限への飛躍

があるようにも見える。定義の前段が有限次元

の点の上での n個の正規分布の集まりを条件と

しているが、後段ではそれを無限次元空間上の

確率分布にまで拡張している。しかしながらこ

うした拡張は、「コルモゴロフの拡張定理」17 に
より保障されており、他の確率過程の定義にお

いても援用されるロジックである。すなわち無

限次元上で成立しなければならない条件を言う

のに、「任意の」有限次元の上で成立すればそれ

でよい、あるいは任意の有限次元で成立するな

らばその結果を無限次元に拡張できる、という

考え方である。従ってガウス過程は有限点（つ

まりサンプル点）での有限次元多変量正規分布

を条件にしつつも 18、概念的には、究極的に非

加算無限次元の関数空間上の多変量正規分布と

して定義できるのである。

　正規分布は平均と共分散で決定されるので、

ガウス過程の前段の条件は、xi の関数である平

均関数

m (xi) = E(f(xi))
 

（36）

と共分散関数

i j i jk Cov f fx x x x

i i j jE f m f mx x x x
 

（37）

を要素とする共分散行列

 
（38）

n

i j

n n n

k k
K

k k

x x x x
x x

x x x x

により、任意の有限な n に対して

15 Kolmogorov（邦訳）[9] では「確率関数」と名付けられている。ここではイメージのしやすい確率写像と

呼ぶ。

16 ガウス過程の歴史は古く、Wiener[8] まで遡ると言われている。従ってその定義も必ずしも一律では

ない。例えば Rasmussen and Williams [4], p.13. ではガウス過程を分布ではなく、「確率変数の集まり」、

ただしそのうちのどの有限個も結合ガウス分布を持つ、と定義している。この「確率変数」を「確率的

関数」と読み替えれば、通常流布しているガウス過程の定義と一致する。

17 コルモゴロフ [9]第3章§4「無限次元空間の確率」

18 有限次元を条件とするのは、現実的にデータ（サンプル）は有限で、計算する際に現実に有限データ

しか存在しないからである、ともいえる。



10 駒澤大学経済学論集　第 50 巻　第 2 号

n

n n n n n

f m k k
N

f m k k

x x x x x x

x x x x x x
�~

 
（39）

という条件が成り立つことを示している。ただ

し注意すべきは（36）（37）は定義上の仮定であっ

て実際に漠然とした関数の期待値や共分散が初

めから計算できるわけではない。飽くまでそう

いう「設定」である。従って事前の仮定である

ならば、文字通りのデータからの共分散ではな

く、共分散をエミュレートするようなカーネル

関数k(x, x') を初期設定すればよい。すなわち

ガウス過程は仮定された期待値と、共分散と同

等な性質（カーネル関数からなる行列が実対称

行列となる）を生み出すカーネル関数を初期設

定して運用される。従ってガウス過程の定義は

ガウス分布を GP と表記して

f(x) ~ GP (m (x), k(x, x'))
 

（40）

と表すこともできる。

　ガウス過程の 大の特徴は、（39）式を見れば

明らかなように推定目標としてのパラメーター

w とは無縁であるという点である。仮に推定す

べきものがあるとすればそれは f (x) そのもの

であって、しかもこれから展開するように、予

測において f(x) は（32）式と類似の「周辺化」に

よって姿を消す。ただし共分散関数（37）はカー

ネル関数へと一般化されるので、そのカーネル

関数自体を具体的な関数として決めるためのパ

ラメーターが必要となる。このハイパー・パラ

メーターは、初期設定としてその値を与えなけ

ればならない。その意味においてガウス過程は

完全なパラメーター・フリーではない。

　（ii）　ガウス過程による予測

　ガウス過程における回帰予測は次のような手

順をとる。まずモデルとして

y = f (x) + ɛ
 

（41）

という一般形の関数を考える。訓練データ D = 

(X, y) が与えられると（41）は

i i i i yy f N i nx �~
 

（42）

のように離散的に表される。f(x) に関して事前

に仮定されるものはカーネル関数k(x, x') から

計算されるある種擬似的な共分散関数

 （43）
n

n n n

k k
K

k k

x x x x
X X

x x x x

と、n次元平均関数ベクトル

T
nm m mm x x x x

 
（44）

である（（44）式の 0は事前の仮定に過ぎない）。

（42）（43）（44）よりベクトル f = ( f(x1), f(x2),..., 
f(xn))T の事前分布は

p Nf X f K X X
 

（45）

である。これは（18）式右辺の p (w) に相当する

が、パラメーターw は関数 f に代わっている。

　（42）より（18）式右辺の尤度p(y | X, w) に相当

するものは

yp Ny X f y f I
 

（46）

である。

　ガウス過程回帰による予測とは、訓練データ

D = (X, y) が分かっているとき新しいデータ（テ

スト・データ h*X x x x ）が追加され

た場合それと対になる

T

hy y y*y

の分布はどのようなものになるか、ということ

であり、

p * *y X X y

を求めることである。そのためまず既知のデー

タ y の共分散を求めると、f(xi) と ɛi が無相関 ɛi

と ɛi(i ≠ j) が無相関という仮定の下に（42）式か

ら

yK y y X X I
 

（47）

が導かれる 19。従ってガウス過程の定式によれ
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ば y と y* の同時分布が。

 
（48）

p p N *

* * * * *

y K y y K X X
z

y E y K X X K X X

yN *

* * * *

K X X I K X X
K X X K X X

のように書かれる。μ* はデータ y の下での y*

の条件付き期待値μ y*|y = E(y* | y) ではないこと

に注意。事前的仮定として μ* = 0 と置いても一

般性を失わないが、μ y*|y の一般式を求めるため

に μ* を（48）式中に残しておく。ガウス過程の

予測は、煩雑さを避けるため X を省けば、y の

下で y* の条件付き確率分布p (y* | y) を求めるこ

とであるとしても表現できる。以下この表現を

使う。

　予測式の導出を詳しく追ってみよう。なお簡

単化のため

yK X X I K

*K X X K  

*K X X K

* *K X X K  

と置く。また

K K
K K

K K A B
K K C D

2

2

とする。

pp
p

*
*

y yy y
y 

（49）

の右辺、左辺のそれぞれの項を正規確率密度関

数で表すと

T Tp c* * *
* *

y
y y y y

y

Tp cy y X y

p p p* *y y y y y

T T Tc * *
* *

y
y y y X y

y

T T Tc * *
* *

yA B
y y y X y

yC D
 

（50）

　（50）式の exp のかっこの中を y* を含む項と

それ以外の項に分けると

T T T Tc * *y Dy y Cy D y B yT T T
* *y Cy D y B yy

 
（51）*y

（51）式の（y* を含まない項）は y* にとっては定

数項となるので exp を考慮するとこれを先頭の

定数に含めることができ、

T Tp c* * *y y y Dy y Cy D

 
（52）T T

*y B y

となる。

　一方条件付き共分散を Σ y*|y とすれば G = Σ y*|y
−1

として p (y* | y) は
 

Tp
* ** * y y * y yy y y G y

T T T T
* * * ** y y y y * y y y yy Gy y G Gy G

 
（53）

とも書かれるはずである。（53）式の 後の定数

項μT
y*|yGμy*|y は定数となって exp の前にでるか

ら（53）は

T T Tp
* ** * y y y y *y y y Gy y G Gy

 （54）

19 ノイズの相関性がある場合（47）式はノイズの共分散Σを用いて K (y, y) = K(X, X) + Σのように書くこ

とができる。Rasmussen他 [4], p.190, 9.2 Noise Modes with Dependencies を参照。



12 駒澤大学経済学論集　第 50 巻　第 2 号

ということになる。（52）と（54）の y* の 2次項

を比較すると

G = D
 

（55）

であり yT
* の係数を比較すると

*y y *G Cy D

|G| ≠ 0従って（55）より |D| ≠ 0 を仮定すると

D
*y y * *G Cy D G Cy G

* *D Cy D D D Cy
 

（56）

てある。

　ここで Woodbury公式

A K K K K K  
B K K
C K K
D V
V K K K K

を使うと

*y y G D  V K K K K
 

（57）

および

*y y * *D Cy V K K y

* K K y
 

（58）

となる。従って y* の条件付き分布は

p N
* ** * y y y yy y y

 
（59）

y*y | y * K X X K X X I y
 

（60）

*y y * * *K X , X K X X

・ y *K X X I K X X
 

（61）

となり、その期待値も共分散も既存のデータだ

けでなく、更新されたデータ X* を含むことが

分かる。ガウス過程においては新たに付け加え

られたテスト・データの情報は予測に際して完

全に利用され、情報のボトルネックの問題は生

じないのである。

　初期設定として μ* = 0 を仮定すると（60）式

は

y*y | y K X X K X X I y
 

（62）

となる。

　 な お 予 測 の た め の テ ス ト・ デ ー タ が

h*X x x x のような複数点でなく、一

点x* の場合、求めるものはスカラーy* の条件

付き分布p(y* | y) であり、（60）は

k
k

k

*

*
*

* n

x x
x x

k

x x

と置いてスカラー値

T
y yy *k K X X I y

 
（63）

初期設定を μ* = 0 と仮定する場合、（63）はスカ

ラー値

y
T

yy *k K X X I y
 

（64）

となる。また（61）はスカラー値

T
yk* * * * *x x x k K X X I kVar

 （65）

となる。

　この場合1点（の分布）を予測するので次はど

の点を予測するのが 適かという exploit（活用）

と explore（探索）の間の 適配分の問題が新た

に生じることになる 20。

　（iii）　ハイパー・パラメーター

　ノンパラメトリック予測は以上のようにパラ

メーターそのものを推定するのではないという

意味においてはノンパラメトリックではある

が、関数の分布の共分散行列（43）あるいは共

分散関数（カーネル関数k(x, x') ）が初期設定と

して仮定されなければならない、という意味

20 Lévesque, Julien-Charles他 [3], p.9.



13AI 手法（ガウス過程）を用いた予測―理論篇（荒木）

においてはパラメーターから完全に自由では

ない。なぜならば初期設定といえども関数を特

定するためにはパラメーターが必要だからで

ある。例えば有名な動径基底関数（RBF: Radial 
Basis Function）は

T

k
x x x x

x x

のように定義されるが、明らかに 2 つのパラ

メーターσと λを持ち、これらを定めない限り

不定になる。こうした初期設定としてのパラ

メーターはすでに触れたようにハイパー・パラ

メーター（Hyper Parameter）と呼ばれる。ハイ

パー・パラメーターが 適に決められないと、

結局は over-fi tting やその逆の過剰な平滑化にな

り、予測の失敗に繋がるかもしれない。

　共分散行列（カーネル）（43）の条件は、行列

が対称あるいは半正定値であるということだけ

であり、その条件を満たせば様々なカーネル関

数の設計が可能である。また訓練データの波動

の特徴に応じて、複数のカーネル関数の足し算

掛け算によっていくらでも新しいカーネル関数

を創造することができる 21。するとモデルには

様々なハイパー・パラメーターӨ が混在するこ

とになる。しかしそれらの値をどのように与え

たらよいであろうか。事前の仮定にすぎない値

（例えば任意の定数とする）も実際のデータが

与えられれば、事後的に修正されるであろうが、

その結果は思いもよらない予測値をもたらすか

もしれない。そこで訓練データ D = (X, y) の下

で出現する Ө の事後確率p (Ө | D) = p (Ө | X, y) を
大にするような Ө の値を選ぶのがよいであ

ろう。すなわちベイズ定理に従うと

p p
p

p
y X X

X y
y X

 
（66）

を 大にしたい。そのためには右辺の分子の尤

度p (y | X, Ө) を 大にすればよい。これがガウ

ス過程における「タイプ 2 の尤度 大化問題」

である。すなわち Ө を変数として

L ln p y X

T
yy K X X I y

yln CK X X I

 

（67）

を 大化する問題ということになる。（67）式は

一般に複数の局所解を持ち、また逆行列の計算

量が膨大になるため、 適化のためのいくつか

の数値計算法が提案されている。また代替的な

方法としてシミュレーション的な予測を繰り返

すことによってハイパー・パラメーターの初期

値を模索するという交差確認法cross validation
の手法も可能である。

　以上を要約するとガウス過程を実際のデータ

に対して実行するには

（1） どのようなカーネル関数をどのように組み

合わせで使うか（モデル選択）

（2） いかにして 適なハイパー・パラメーター

を求めるか 22

という 2 つの作業が必要となってくる。問題は

いわば先延ばしにされたような形である。これ

らの問題及び、時系列データを使ったパラメー

ター予測とノンパラメーター予測（ガウス過程）

のパフォーマンス比較は、次稿以降で行う。
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